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Régression linéaire
RAPPEL
* Le modele de régression linéaire est le suivant :
Va(X)=wy +wx, +w,x, +. 4w,

.z T
ou x= (x17x27"'7xd)

¢ Laprédiction correspond donc a

» Une droite pour d=1
» Un plan pour d=2
» Un hyperplan pour d>2

' N
Régression linéaire

RAPPEL

Vo (X)=w, +wx, +w,x, +...+w,Xx,

yp(X)=w'3

ou fc'z(l,xl,xz,...,xd)T




Probléme a résoudre

N
\7{/ =arg mjn Z (yw (5":” )_ tn )2
w n=1

1l est trés bien connu en technique d’apprentissage que cette solution est
optimale lorsque le bruit est gaussien.

C’est méme une
question d’entrevue!

4 N
Formulation probabiliste

Loi conditionnelle (maximum de vraisemblance) RAPPEL
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Formulation probabiliste

RAPPEL
Pour entrainer le modéle y;(X) nous passerons par une formulation probabiliste :

Hypothése
gaussienne

k Bruit gaussien dg moyenne 0
et de variance 0~




< N\
Maximum de vraisemblance

RAPPEL

N
w=argmin ) (v, (%,)-1,)
w n=1

— Ty )! vT
w,ww =\X"X) X'T
MV
Et bien s, on peut utiliser une fonction de base pour rendre le modéle non linéaire.
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[Le meilleur modéle Va ()?” ) selon * correspond a la moyenne de la distribution conditionnelle

/,//ﬁ—J

v4(®,)=Elt[ %)= [up(t] )t
\ )
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Comment prouver cette affirmation?

N
. 2
argmin )’ ((x,)-1,)

n=1

Meilleure
solution

(x)= Et| x]= [ip(e | x)dt




Preuve 1 (1.5.5 Bishop)

N
argmin Y- (y(¥,)~1, ) ~argmin 3 20(5, ),
n=1 n=1
L)) —

Erreur moyenne:
N = o0, E[L]

puisque (¥,¢)est i.i.d de p(¥,¢)

E[L]=[[p(¥ t)dxdt
—”(y(x x t)dxdt
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~
Preuve 1
arg mm J.J. ) p(%,)dxdt
E[L] ‘
ol _, =2[(n(%)-1)p(%,
11 /
~
Preuve 1
;éI y x x t)dt 0

I(Y(X)P(x, t)—1p(%,1))dt =0

[y®)p(& )t~ [1p(z,e)de = 0

V(@) p(%,0)de = [ p(%,0)de =0
\_'_I

Marginalisation de t
Y@)p(E)~ [p(x.0)dr =0

Y(#)p(E)- [p(e| ¥)p(%)de =0 ()(\D




Preuve 1
Y®)p(E)- [ (e )p(E)de =0
Y(®)PR)- pR)[ ple | ) =0

. E—

Expérance mathématique conditionnelle

y(¥)-Et|%]=0

y(¥)=Elr|x]
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Preuve 2 (1.5.5 Bishop)

L=(p(®)-e) = (&)= Ele|x]+ Ele| x]-ef

=(v(x)-E[t| 2]
+2(y(¥)- E[t | XNElt | ]-1)
+(E[t|5]-¢f
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Preuve 2

E[L J.J. x t)dxdt

= [[0) _b:[f_\ Qe dsd

*If_z__________"_x_]__)_(’ii)”_’xf”_.f

+ [[(Ele | %]-2) p(xt)axe

F e e e N
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Preuve 2
E[L] J.J. xt)dxdt
= [[b ) _b:[f_\ At
+ﬂ_2__________"_x_]__)_(’ii)”_’xf”_.f
+ [[(Ele | %]-2) p(x.t)axe
| [J20)- £l Wl 1 7))l D |
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Preuve 2
E[L] J.J. xt)dxdt
= [[0) _b:[f_\ A pE et
+ﬂ_2__________"_x_]__)_(’ii)”_’xf”_.f
+ [[(Ele | %]-2) p(x.t)axe
(2060~ 5l Do (Bl 7]l i |
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Preuve 2
E[L] ” x t)dxdt
= [[b) _b:[f_\ At
+ﬂ_2__________"_x_]__)_(’ii)”_’xf”_.f
+ [[(Ele | %]-2) p(xt)axe
 [2(0()- Bl 1 2D Bl 1 Eple 2t [ ple e i
/




Preuve 2

E[L] J.J. xt)dxdt
= [[b) _b:[f_\ s pleodear
+ﬂ_2__________"_x_]__)_(’ii)”_’xf”_.f
+ [[(Ele | %]-2) p(x.t)axe

_________________________________
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Preuve 2
E[L] J.J. x t)dxdt
= [[0) _b:[f_\ Al dsd
+ﬂ_2__________"_x_]__)_(’ii)”_’x_d’_. !
/ + [[(Ele | %]-2) p(x.t)axe
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Preuve 2
E[L] “ x t)dxdt
—” %)- E[t|x] (%, ¢)dxdt
+ [[(Ele|5]-1F p(F,t)dxdt

E[L] est minimum lorsque y(fc) = E[t \ )?]




Décomposition biais-variance
(Bishop 3.2)
On a vu les concepts de « sur-apprentissage » et de « sous-apprentissage ».

Regression - Surapprentissage Regression - Sous-apprentissage

y()_r) : modé¢le trouvé par apprentissage
h(%):le meilleur modéle représentant les données

Décomposition biais-variance
(Bishop 3.2)
On a vu les concepts de « sur-apprentissage » et de « sous-apprentissage ».

Regression - Surapprentissage Regression - Sous-apprentissage

Le but d’un bon mode¢le est de trouver le bon compromis biais-variance




Décomposition biais-variance

(Bishop 3.2)

On a vu les concepts de « sur-apprentissage » et de « sous-apprentissage ».

Regression - Surapprentissage

Variance élevée
Biais faible

Regression - Sous-apprentissage

Variance faible
Biais élevée

Variance élevée, Biais faible
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e
Variance

Peut étre vu intuitivement comme la écart moyen entre les « courbes grises » (¥ D,)

. Regression.Sovs apprentssage N Regresson- surspprentssage
"
o o

Variance faible Variance élevée

Dans le cas & 5 courbes:

variance= é Z; (y(i, D,)-1/5 z; (%D, )f
[

Courbe moyenne

\ (bleue)

Peut étre vu intuitivement comme la différence entre les « courbes verte et bleue »

Regression - Sous-apprentissage Regression - Sur-apprentissage
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Biais élevé Variance faible
Dans le cas a 5 courbes:

biais:ézi1 ()15 > ED, f

[—
Courbe optimale Courbe moyenne

\ (verte) (bleue)

—
Compromis biais-variance

o o
7”00 °2 04 6 08 10 NEE 02 04 06 s
Biais élevé Biais faible
Variance faible Variance élevée

variance= - Zil (y()'c, D,)-1/5 Zil (%D, )T

5

biais :éz; (h(z)— 153" y(&D, )f
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Analyse quand N — oo

Regression - Sous-apprentissage 20 Regression - Sur-apprentissage

Biais élevé Espérance —_yais faible
Variance faibie . ariance élevée

variance:%ZlN { (y()'c;D, )-1 /Nz;ily()'c;D, ))z

biais:%ZL(h(i)—l/NZl] »&0,)f

e

Regressior

o2 ot o8 o8 e NM 02 04 06 08 10
Biais élevé Biais faible
Variance faible Variance élevée

e

Analyse formelle

On a démontré précédemment que

E[L] ” E[t\x] (x t)dxdt
+ [[{Ele | 2]-1F plx, t)eixat
ou
¥(¥): modéle entrainé a I'aide de D
E [t | )?] : mode¢le théorique optimal

(courbe verte)
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4 N
Analyse formelle

Récritur
E[L] ([0 D)= @)} pla. s | Mo ot
+[ j {h(fc) o plet)dede  fomrsanii,,
\ 34 /
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Analyse formelle

D(ED)-hF) = {7 D)~ E, [y(3: D)+ E, (5 D)]- h(x)}

= (% D)= B, [y(®: D)If
+2{y(% D)= E, [y(% D)WE, (% D)) (%)}
+{E,[y(%: D) h(F)f

On peut démontrer que

Eliy(5:D)- 3V |- £, l{[(x :D)-E [y(fc )}]ZJ

\ Biais /
4 I
\ r
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